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Niedeterministyczny automat skonczony

Niedeterministycznym automatem skoriczonym - nazywamy piatke
NFA = (Q, %, 0, qo, F), gdzie:

o @ - jest skonczonym zbiorem stanéw,

@ ¥ - jest alfabetem wejéciowym,

o 0 - jest funkcja przejéé 6 : Q x ¥ — 29,

@ go € Q - jest stanem poczatkowym,

o F C Q - jest zbiorem stanéw koncowych (akceptowalnych).

Jezeli NFA = (Q, X, d, qo, F) jest niedeterministycznym automatem
skoficzonym, to: L(A) = {w € X* : §(qo, w) N F # 0} jest jezykiem
akceptowanym przez ten automat. Jezyki akceptowane przez

niedeterministyczne automaty skonczone nazywamy regularnymi [8].
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Niedeterministyczny automat skonczony

Przyktad NFA

Przyktad niedeterministycznego automatu skonczonego:
NFA=(Q,%,0,q, F), gdzie:

Q ={qo, g1, g2} - jest skonczonym zbiorem stanéw,

Y ={0,1} - jest alfabetem wejSciowym,

g = qp - jest stanem poczatkowym,

F = {qg2} - jest zbiorem stanéw korcowych (akceptowalnych)
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Typy automatdéw probabilistycznych

automaty reaktywne

automaty generatywne
automaty 1\O

automaty Vardi'ego

automaty przemienne Hansson'a
automaty Segala

automaty taczone

automaty Pnueli'ego-Zuck'a
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Reaktywny automat probabilistyczny

Reaktywny automat probabilistyczny - to pigtka PA = (Q, X, J, qo, F):
o @ - jest skonczonym zbiorem standw,

Y - jest alfabetem wejsciowym,

d - jest funkcja prawdopodobienstwa przejs¢ § : Q X X — D(Q),

go € Q - jest stanem poczatkowym,

e 6 o o

F C Q - jest zbiorem stanéw koncowych (akceptowalnych).
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Jezyk akceptowany przez automat probabilistyczny

Prawdopodobienstwo przejscia ze stanu g; do stanu g» po przeczytaniu

symbolu o zapisujemy jako §(q1,0)(g2) = p. Rozszerzona funkcje
prawdopodbienstwa przej$é zapisujemy:

q17 WU Z 6 qi, w 6(q7 U) [5]
qeQ

Jezyk akceptowany przez automat probabilistyczny to funkgja:

1
Lpg : X — (5, ].], taka ze: Vw e XL, LPA Z (5 do, W
qgeF
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Automaty probabilistyczne

Odwracalny automat probabilistyczny

Odwracalny automat probabilistyczny - to piatka
PRA = (Q, %, 0, qo, F)

o @ - jest skonczonym zbiorem stanéw,

o 2 - jest alfabetem wejsciowym,

@ 0 - jest funkcja prawdopodbienstwa przejs¢ § : Q x ¥ — D(Q).
@ go € Q - jest stanem poczatkowym,

o F C @ - jest zbiorem stanéw koncowych (akceptowalnych).

Funkcja prawdopodbienstwa przej$¢ spetnia nastepujace warunki:

V(qi,01) € QxT Y d(qi,01)(q) =1

qeq

o) e@xE Y dgo)@ =1 [
ge
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Automaty probabilistyczne

Macierze podwdjnie stochastyczne

Dla kazdego symbolu wejéciowego o € ¥, funkcja prawdopodbienstwa
przej$¢ moze by¢ opisana przez macierz V,, o rozmiarze |Q| na |Q|, gdzie
(Vo)ij = 0(qj,0)(qi). Wszystkie macierze V,, sa podwdjnie stochastyczne
jezeli spetnione s3 warunki (3) i (4) [6].

Macierz unitarna U jest prototypem dla podwdjnie stochastycznej
macierzy S jezeli:

Vi, j|Ui* = Sij [6]. (5)

v

Jezeli wszystkie macierze odwracalnego automatu probabilistycznego maja

unitarny prototyp, mozemy go symulowaé za pomoca automatu
kwantowego [6].
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Typy automatéw kwantowych:

jednokierunkowy automat kwantowy [9]

skoficzony automat kwantowy - jednokrotnej obserwacji [10]
rozszerzony jednokierunkowy automat kwantowy [11]
totewski automat kwantowy [1]

dwukierunkowy automat kwantowy [9]
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dwukierunkowy automat kwantowy ze stanami kwantowymi i
klasycznymi [4]
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Jednokierunkowy automat kwantowy

Jednokierunkowy automat kwantowy (definicja Kondacsa i Watrousa)
to széstka 1QFA = (Q, X, 0, o, Qa, Qr), W ktbrej:

o @ - jest skonczonym zbiorem standw,
Y - jest alfabetem wejsciowym,

0 - jest funkcja przejéé,

go € Q - jest stanem poczatkowym,

Q. C Q - jest zbiorem stanéw koncowych akceptujacych,

e 6 6 o6 o

Qr C Q - jest zbiorem stanéw koncowych odrzucajacych [9] [2].
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Dziatanie 1QFA:

Qa2 i Q, to zbiory stanéw zatrzymujacych; Q, = Q\(Q-U Q;) -
nie zatrzymujacych. Symbole | i | oznaczaja lewy i prawy koniec stowa
wejSciowego, alfabet tasmy, na ktérej operuje automat ma postaé

F=2U{[,1} [9] [2]

Funkcja przejs¢ jest odwzorowaniem: § : @ x ' x Q — C.

L
> \au/g],
[T,
@m\ \&/ 101721
G v

AN @y \é
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Automaty kwantowe

Dziatanie 1QFA: 11

Dla o €T, V, jest unitarnym operatorem na h(Q) zdefiniowanym
nastepujaco:

Vo(la)) = > 8(q.0,.d)lg)y  [9112]-

qeq
W czasie obserwacji dokonywanych na automacie, wykorzystuje sie
obserwable O odpowiadajaca ortogonalnemu rozktadowi:

/2(0) = Ea ® Er 0y En;
gdzie E; = span{|q)|q € Q.}, E; = span{|q)|q € Q,},

E, = h(Q) — E; — E,. Przez P, oznacza sie operator projekcji
na podprzestrzen E, [7].
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Skonczony automat kwantowy

Skonczony automat kwantowy (definicja Moore'a i Crutchfielda)
to piatka QFA = (H, %, Uy, |s0), Ha), w ktorej:

o H - jest skonczong przestrzenia Hilberta (przestrzenig stanéw),
Y - jest alfabetem wejéciowym,

U, - s3 macierzami przej$¢ dla kazdego o € %,

e © o

|so) € H - jest stanem poczatkowym, spetniajacym warunek
(sols0) =1,

o H, C H - jest podprzestrzenig stanéw akceptujacych.
Zatem dla danego stowa w, automat bedacy w stanie poczatkowym |sp),
zostaje przeksztatcony poprzez zastosowanie unitarnej macierzy przejs$é:
Uy = Usy Uy, - .. Uy, po czym nastepuje obserwacja poprzez zastosowanie
operatora rzutowania i wyliczenie normy [10].
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Automaty kwantowe

Rozszerzony jednokierunkowy automat kwantowy

Rozszerzony jednokierunkowy automat kwantowy - dla mieszanych
stanéw kwantowych (definicja Nayaka) to krotka EQFA = (Q, X, Us, qo,
Qa, Qr), w ktorej:

o @ - jest skonczonym zbiorem standw,

0 X - jest alfabetem wejsciowym,

(]

U, - s3 operatorami, bedacymi ztozeniem unitarnego przeksztatcenia
i ortogonalnego pomiaru dla kazdego o € L,

qo € Q - jest stanem poczatkowym,
Q. C Q - jest zbiorem standéw koncowych akceptujacych,

Qr C Q - jest zbiorem stanéw koncowych odrzucajacych,

© ©6 o o

Qn = Q\{Q>U Q.} - jest zbiorem stanéw niewstrzymujacych [11].
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t otewski automat kwantowy

totewski automat kwantowy - jednokierunkowy automat kwantowy,
z jednokrotnym pomiarem, dla mieszanych stanéw kwantowych (definicja
Ambainisa i wspétautoréw) to krotka LQFA = (Q, X, Ay, Py, qo, Qa),
w ktérej:
o @ - jest skonczonym zbiorem stanéw,
2 - jest alfabetem wejéciowym,
A, - s3 unitarnymi macierzami dla kazdego o € ¥,
P, - s3 pomiarami dla kazdego o € ¥,
go € Q - jest stanem poczatkowym,

Q. C Q - jest zbiorem stanéw koncowych akceptujacych,

© ©6 6 6 o o

Qr = Q\Q; - jest zbiorem stanéw odrzucajacych [1].
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Automaty kwantowe

LQFA moze symulowaé PRA jezeli wszystkie jego macierze A, s3
unitarnymi prototypami macierzy stochastycznych. PRA moze symulowaé
LQFA jezeli wszystkie pomiary P, zachowuja ®4c@span{|q)} dla kazdego
oeX[l].
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Dwukierunkowy automat kwantowy

Dwukierunkowy automat kwantowy (definicja Kondacsa i Watrousa)
to krotka 2QFA = (Q, X%, 0, D, qo, Qa, Q;), w ktorej:

o @ - jest skonczonym zbiorem stanéw,

@ Y - jest alfabetem wejéciowym,

o 0 - jest funkcja przejsé,

o D - jest zbiorem symbolizujagcym kierunek przesuniecia gtowicy
odczytu na tasmie: D = {—, |, —}

(~]

go € Q - jest stanem poczatkowym,

(+]

Q. C Q - jest zbiorem stanéw koncowych akceptujacych,

(~]

Qr C Q - jest zbiorem stanéw koncowych odrzucajacych [9] [7].
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Automaty kwantowe

Dwukierunkowy automat kwantowy ze stanami
kwantowymi i klasycznymi

Dwukierunkowy automat kwantowy ze stanami kwantowymi i
klasycznymi (definicja Ambainisa i Watrousa) to krotka
2QCFA=(Q,S5,X,0,4,D, qo, 50, Sa,Sr), w ktorej:

Q - jest skonczonym zbiorem stanéw kwantowych,

S - jest skonczonym zbiorem stanéw klasycznych,

(*]

[*]

@ X - jest alfabetem wejsciowym,

o O - jest funkcja przej$¢ w czesci kwantowej,
(*]

0 - jest funkcja przejs¢ w czesci klasycznej,
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Automaty kwantowe

©

D - jest zbiorem symbolizujacym kierunek przesuniecia gtowicy
odczytu na tasmie: D = {—, |, —}

go € Q - jest poczatkowym stanem kwantowym,

Sp € S - jest poczatkowym stanem klasycznym,

S5, C S - jest zbiorem standéw koncowych akceptujacych,

e 6 o o

S, C S - jest zbiorem stanéw koncowych odrzucajacych [4].
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Automaty kwantowe

Jezyki akceptowane przez automaty kwantowe

Jezyk kwantowy jest funkcja mapujaca stowa na prawdopodobienstwa
Lo :X*—[0,1] [10].

Jezyk kwantowy rozpoznawany przez automat kwantowy zawiera stowa,
ktére sg akceptowane przez ten automat z prawdopodobienstwem

wiekszym niz 1/2, za$ odrzucane z prawdopodobiefistwem nie wiekszym
niz 1/2 [9] [11].
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Automaty kwantowe

Jezyki akceptowane przez automaty kwantowe

Wszystkie jezyki rozpoznawane przez automaty kwantowe s3 regularne.
Istnieja jezyki regularne, ktére nie moga by¢ rozpoznane przez 1QFA
z prawdopodbienstwem 1/2 + € dla kazdego ¢ > 0 [3].

Dwukierunkowy automat kwantowy rozpoznaje wszystkie jezyki regularne,
a takze niektére nieregularne (np.: L = {a'b'|i > 1}) [9] [7].
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Zestawienie automatéw kwantowych

H C-automaty ‘ DH-automaty ‘

stany kwantowe czyste QFA 1QFA, 2QFA
stany kwantowe mieszane LQFA EQFA
stany klasyczne i kwantowe czyste 2QCFA
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Minimalizacja 1QFA

Relacja réwnowaznosci

Dla danego V, (réwnanie 6) zdefiniowane bedzie v, réwne odpowiednio:
VolQl = Y ycq16(q.0,q')|? (suma kwadratéw wartosci bezwzglednych
amplitud) oraz v,[S] = 3 c516(q,0,¢')|* gdzie S C Q.

Niech R bedzie relacja réwnowaznosci na zbiorze S, A bedzie zbiorem,
za$ V1, V2 € h(S) beda unitarnymi operatorami odpowiadajacymi
przeksztatceniom uktadu kwantowego, zdefiniowanymi wzorem 6.
Woéwczas:

V1=ga V2 <= VC € S§/R,Vae A:v1,[C] = v2,[C]. (8)
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Minimalizacja 1QFA

Relacja bisymulacji

Majac dwa skonczone jednokierunkowe automaty kwantowe
1QFA; = (5,%,0) i 1QFAy = (T, X, ), mozna okresli¢ relacje silnej
bisymulacji R C S x T, jezeli dla wszystkich par (s, t) € R i dla
wszystkich o € ¥ zachodzi:
o jezeli V1,(|s)) = Y gcs59(s,0,5')|s’) wtedy istnieje
V2,(|t)) = Y per d(t,0,t')|t) takie, ze V1 =g 5 V2.
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Relacja nierozréznialnosci

Majac dwa skonczone jednokierunkowe automaty kwantowe
1QFA; = (5,2,5, S0, Sa, 5,) i 1QFA; = (T, 3,0, tg, T, Tr), gdzie
dodatkowo stany niewstrzymujace beda stanowié zbiory: S, = S\(S,U S;)
i T, = T\(T,U T,), mozna okresli¢ relacje nierozréznialnosci
N C S x T, jezeli dla wszystkich par (s,t) € N i dla wszystkich o € ¥
zachodzi:
o (s,t) € N9, wtedy i tylko wtedy, gdy
(seSaNnteT)V(seSANteT,)V(seS,ANte Ty,
o (s,t) € N, wtedy i tylko wtedy, gdy (s, t) € Nk~1 oraz
o jezeli V1,(|s)) = D . csd(s,0,5')|s") wtedy istnieje
V2,(It)) = > et o(t, o, T')|t') takie, ze V1 =g 5 V2.
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Automat ilorazowy

Relacja nierozréznialnodci = jest kongruencja w zbiorze stanéw automatu
1QFA=(Q, X%, qo, Qa, Q) wzgledem jego funkgji przejs¢ o.

Jezeli relacja nierozréznialnosci = na zbiorze stanéw automatu
1QFA=(Q, X%, 9, qo, Qa, Q) wzgledem jego funkcji przej$¢ jest
kongruencja, to istnieje automat ilorazowy

]'QFA/E = (Q/Ea 2, 6/57 [qO]Ev Qa/zv Qr/z) (gdZie dla 5/5([‘7]5: 0) jeSt
okreslone V1,(|q)), dla [6(q,0)]= jest okreSlone V2,(|q)) i

V1=gys V2), bedacy minimalnym automatem skoriczonym akceptujacym
ten sam jezyk LjQFa.
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Minimalizacja 1QFA

Minimalizacja 1QFA

Automat skonczony nazywa sie minimalnym jezeli wszystkie stany tego
automatu sa parami nieréwnowazne wzgledem relacji nierozréznialnosci.

Automat A rozpoznajacy jezyk L nazywa sie minimalnym, gdy nie istnieje
automat o mniejszej liczbie stanéw rozpoznajacy L [8].

Metoda minimalizacji kwantowego automatu skonczonego sktada sie
z dwoch krokéw:

o wyeliminowania stanéw nieosiagalnych (po wyjsciu ze stanu
poczatkowego),

o ztaczenia standéw nierozréznialnych.
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Minimalizacja 1QFA

Przyktad minimalizacji 1QFA
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Podsumowanie

Podsumowanie

o Teoria automatéw kwantowych jako jeden z fundamentéw teorii
obliczen kwantowych.

o Relacje bisymulacji i nierozréznialnosci jako droga minimalizacji
automatéw kwantowych.

o Na bazie opisanej metody utworzono algorytm minimalizacji

jednokierunkowego skonczonego automatu kwantowego o ztozonosci
O(|x|n%).
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Algebraic results on quantum automata.

1-way quantum finite automata: strengths, weaknesses and generalizations.

On the class of languages recognizable by 1-way quantum finite automata.

Two-way finite automata with quantum and classical states.

Probabilistic automata for computing with words.

Probabilistic reversible automata and quantum automata.

Quantum Computing.
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Introduction to Automata Theory, Languages, and Computation (2nd Edition).
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On the power of quantum finite state automata.

Quantum automata and quantum grammars.

Optimal lower bounds for quantum automata and random access codes.

? 999

Probabilistic automata: System types, parallel composition and comparison.
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