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Motywacja

Jedng z podstaw informatyki teoretycznej, czy to klasycznej, czy kwantowej,
stanowi teoria automatow i jezykéw formalnych. Na bazie tychze automatow
mozna analizowat i projektowacC systemy informatyczne, kompilatory czy
algorytmy.

W wypadku komputerow kwantowych jest to dziedzina formujaca sig, a jednym
z tematow, ktory wedtug mojej aktualnej wiedzy nie zostat jeszcze rozwiniety,
jest minimalizacja automatow kwantowych. Wprowadzenie minimalizacji w wy-
padku automatéw kwantowych zmniejszytoby zasobochtonnoSc istniejgcych al-
gorytmow kwantowych i utatwitoby optymalne projektowanie kolejnych.



Podstawowe pojecia:

Mechanika kwantowa [1]

B W mechanice kwantowej stan n-poziomowego ukiadu jest reprezento-
wany przez wektor jednostkowy w n-wymiarowej zespolonej przestrzeni

wektorowej Hp, ktora nazywamy przestrzenig stanéw uktadu. Wy-
bierzmy w przestrzeni stanéw Hy, baze ortonormalna {|X1), |X2), ..., [Xn) }.
Wektory bazowe |X;) nazywamy stanami bazowymi .

B Dowolny stan uktadu kwantowego mozna przedstawiC w postaci super-
pozycji stanow bazowych:

O1|X1) +02|X2) + ... + 0n|Xn) (1)

gdzie d; sa liczbami zespolonymi nazywanymi amplitudami prawdopo-
dobie nstwa wzgledem wybranej bazy.



Podstawowe pojecia:

Mechanika kwantowa [2]

B Warunek unormowania wektora stanu wymaga, by spetnialy one rowna-
nie |01]%+|0z|?+ ...+ |ap|? = 1. Prawdopodobienstwo zaohserwowania
whasnosci X; wynosi |a;|2.

M Jezeli dwa uktady kwantowe sg opisywane za pomoca przestrzeni sta-
néw H, i Hy, to przestrzen stanéw uktadu ztozonego opisana jest przez
iloczyn tensorowy Hy ® Hp.

B Ewolucja czasowa uktadow kwantowych jest opisana za pomoca macie-
rzy unitarnych.

B Stan ukladu dwéch qubitéw z € Hy jest rozktadalny , jezeli mozna go
przedstawi¢ za pomocag w postaci iloczynu tensorowego stanéw z prze-
strzeni Hy, Z=X®X. Stan, ktory nie jest rozktadalny, jest splatany .

B Postulat rzutowania: po dokonaniu pomiaru uktad znajduje sie w jednym
ze swoich stanow bazowych.



Podstawowe pojecia:

Deterministyczny automat sko nczony

Deterministycznym automatem sk@czonym- nazywamy piatke
DFA={Q,%,3,0o,F}, (2)

gdzie:
B Q - skohczony zbiér standw, #Q < oo,
M 2 - alfabet wejSciowy,
B O - funkcja przejsc 6: Q x (ZU{e}) — Q,
B g € Q - stan poczatkowy,

B F C Q- zbiér standéw kohcowych (akceptowalnych).



Podstawowe pojecia:
Przyktad DFA

Przykitad deterministycznego automatu skohczonego:
DFA={Q,Z,9,q,F}, gdzie:

Q = {qo, 01,92, 03} - skohczony zbidr standw,

2 ={0,1} - alfabet wejsciowy,

q = (o - stan poczatkowy,

F ={qo} - zbiér stanéw kohcowych (akceptowalnych)
O - funkcja przejsc:

Q\Z || 0| 1
Jo d2 | 01
01 03z | do
02 Go | O3
03 qr | O2




Podstawowe pojecia:
Jezyk akceptowany przez FA

Jezeli DFA = {Q,%,0,qp, F } jest deterministycznym automatem skohczonym,
to:

N

L(A) ={we Z":5(qo,w) € F} (3)

jest jezykiem akceptowanym przez ten automat.

Jezyk akceptowany przez automat skonczony jest regularny.



Podstawowe pojecia:

Minimalizacja DFA [1]

Automat A rozpoznajacy jezyk L nazywamy minimalnym, gdy nie istnieje
automat o mniejszej liczbie stanéw rozpoznajacy L.

Algorytm minimalizacji deterministycznego automatu skonczonego polega na:
B wyeliminowaniu standéw nieosiggalnych,

B zigczeniu standw nierozroznialnych.



Podstawowe pojecia:
Minimalizacja DFA [2]

Dla automatu: DFA={Q,,d,qo,F }
Q={AB,C,D,E,F,G} - skohczony zbiér standw,

> ={0,1} - zbiér symboli terminalnych (alfabet wejsciowy),
(o = A- stan poczatkowy,

F = {C,E} - zbi6r stanéw kohcowych (akceptowalnych)

0 - funkcja przejsc:

M

Q 1

QM M| O|lO|w@|X>|l—
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Podstawowe pojecia:

Minimalizacja DFA [3]

B Wyeliminowanie standw nieosiggalnych:

B Zlagczenie stanow nierozréznialnych:

X



Podstawowe pojecia:

Automat dwukierunkowy

Automat dwukierunkowy (z taSma, maszyna Turinga tylko do odczytu):
2DFA={Q,%,D,d,do,F }, (4)

gdzie:
B Q - skonczony zbiér standw, #Q < oo,
M > - alfabet wejSciowy,
B D - kierunki przesunigcia po tasmie D = {—1,0,1},
B 0 - funkcja przejs¢ 6: Q x (ZU{e}) — Qx D,
M o € Q - stan poczatkowy,

B F C Q- zbiér standéw kohcowych (akceptowalnych).



Automat kwantowy:

Cris Moore, James Crutchfield

Kwantowy automat definiujemy jako:

QA:{H727UO'7<SO|7F7P}7 (5)

gdzie:
B H - przestrzen Hilberta,
M > - alfabet wejSciowy,
B U; - unitarna macierz przejs¢ Ug : H — H dla kazdego symbolu 0 € 2,
B (50| € H - stan poczatkowy, spetiajacy warunek ||So||? = 1,
B F C H - podprzestrzeh stanéw akceptowalnych.

M P-operatorP:H—F



Jezyk kwantowy

Jezyk kwantowy okresla jakie jest prawdopodobienstwo zaobserowania da-
nego stowa:

QL:Z*—[1,0]. (6)
Jezeli unitarna macierz przejs¢ dla catego stowa Uy, bedzie rowna:
Uw = Uy, Uw, - . .UW|W| (7)
wtedy jezyk akceptowany przez kwantowy automat jest funkcja:
foa(W) = ||soUwPl | (8)

Kwantowy automat skohczony (QFA) to taki, w ktorym H, (S|, i Us maja

skonczony wymiar N. Jezyk rozpoznawany przez kwantowy automat skohczony
nazywamy kwantowym jezykiem regularnym.




Przyktad QFA

Przyktad skohczonego automatu kwantowego:
QFA={H,% Ug, (s|,F, P}, gdzie:
| H =Hz2-dwuwymiarowa przestrzen stanéw,
| == {a} - alfabet wejsciowy,
(So| - stan poczatkowy,
(s1| € F - stan kohcowy (akceptowalny)
P -operator P.:H— F
Ug = Uz - macierz przejsc:

L _ _
N R S 210
TV VR _ _




Automat kwantowy:

Attila Kondacs, John Watrous

Dwukierunkowy skonczony automat kwantowy definiujemy jako:

ZQFA — {Q7 Zv 67 qu Qacc; Qrej }7 (9)

gdzie:
B Q - skonczony zbior stanéw,
M > - alfabet wejSciowy,
M 0 - funkcja przejsc,
B o € Q- stan poczatkowy,
B Qgec C Q - zbidr standw akceptowalnych,

B Qrej C Q - zbidr stanéw odrzucajgcych.



Automat kwantowy:
Attila Kondacs, John Watrous

B Definiujemy takze Qnon = Q\ (Qacc U Qrej) - stanéw nie bedacych konco-
wymi, oraz symbole ¢ i1 oznaczajace lewy i prawy koniec stowa wejscio-

wego, stad alfabet na ktérym operuje automat ma postac ' =2 U {¢,[1 }.

B Funkcja przejsc jest odwzorowaniem: 0: Q x I x Qx {—1,0,1} — C.

Dla danego stowa w € 2*, definiujemy tasme o dtugosci |w| + 2. Méwimy, ze
automat 2QFA jest uruchomiony dla wejSciowego stowa W, jezeli taSma jest
opisana przez Xy (Xw(0) = £, %y (i) = Wi, Xw(|w| + 1) =), obliczenia rozpoczy-
naja sie w stanie superpozycji |do, 0) i po kazdym kroku nastepuje obserwacja.
Obliczenia sa kontynuowane dopoki automat nie znajdzie sie w stanie akcepto-
walnym lub odrzucajgcym. Jezyk rozpoznawany przez 2QFA to taki, dla ktérego
automat kwantowy, po przeczytaniu kazdego stowa nalezgcego do tego jezyka,
znajduje sie w stanie akceptowalnym z prawdopodobienstwem wyzszym niz
1/2



Podsumowanie

M |stniejgce algorytmy kwantowe sg zasobochtonne.
M Istniejgce definicje automatéw kwantowych mozna podzielic na dwa
r6zne podejscia.

B Nie istniejg algorytmy minimalizacji automatow kwantowych.



B Jak rozumieC minimalizacje automatu kwantowego?

B Czy takowa ma sens?



Cel pracy

B Opracowanie metod minimalizacji automatu kwantowego w zaleznoSci
od jego rodzaju.

B poprzez zmniejszenie wymiaru przestrzeni Hilberta (przestrzeni sta-
now)

m zdefiniowanie stanéw i klas nierozréznialnych (poprzez przedziaty
prawdopodobienstwa)

m zdefiniowanie stanow nieosiggalnych

B Zastosowanie ich dla automatu zbudowanego dla jednego z popularnych
algorytméw kwantowych.
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