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Wstep

(]

Zwigzek automatéw niedeterministycznych, probabilistycznych
i kwantowych.

(]

Zastosowanie automatéw probabilistycznych.

(]

Ro6znorodnos¢ definicji i typow automatow probabilistycznych
i kwantowych.

©

Minimalizacja automat6w a relacja bisymulaciji.

©

Klasy jezykdéw akceptowanych przez automaty.
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Rozktad prawdopodobienstwa [1 ]

Niech (2, ¥, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, gdzie Q2 jest
skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych, ¥ - przeliczalnie addytywnym
ciatlem zdarzen, zas P miarg probabilistyczng (rozktadem
prawdopodobienstwa) P : F — R spetniajgca warunki:

oo oo

dla A € Q, gdzie zbiory A; sa parami roztgczne:

jezeli i #j to ANA=0.
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Rozktad prawdopodobienstwa [2 ]

Dyskretny rozktad prawdopodobienstwa: rozktad prawdopodobienstwa
zmiennej losowej X : Q — X, przyjmujacej rzeczywiste wartosci x;

z co najwyzej przeliczalnego zbioru X C R, z prawdopodbienstwami

P(X = x;) = pi, przy spetnionym warunku Y; p; = 1.

Jednopunktowy rozktad prawdopodobienstwa: rozktad
prawdopodobienstwa dyskretnej zmiennej losowej X, przyjmujacej wartosé
P)‘( = 1 dla jednego punktu x, dla pozostatych punktéw przyjmujac warto$¢
zero.
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Definicje pomocnicze

Rozktad prawdopodobienstwa [3 ]

Jezeli P jest rozktadem prawdopodobienstwa na 2 mozemy uzy¢ zapisu:

PIX]=) P(x) gdzie XCQ. )

xeX

Niech D(£2) bedzie zbiorem wszystkich dyskretnych rozktadéw
prawdopodbienstwa na zbiorze €.

Py € D(S), P, € D(T) sa rozktadami prawdopodbienstwa, woéwczas Py X P,
jest rozktadem prawdopodbienstwa na S x T, zdefiniowanego przez

(P1 x P2)(s,t) = Py(s)- Po(t)dla (s,t) € Sx T.
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Definicje pomocnicze

Relacje robwnowaznosci

Niech R bedzie relacjg rownowaznos$ci na zbiorze S, za$ Py, P, € D(S) beda
rozktadami prawdopodobienstw. Wéwczas:

Py =g P, <= VYC € S/R: P,[C] = P,[C], 3)

gdzie C jest klasg abstrakgiji.

Niech R bedzie relacja rbwnowaznosci na zbiorze S, A bedzie zbiorem, zas
P1, P> € D(S) beda rozktadami prawdopodobienstw. Wéwczas:

P, =RA P> <— VCES/R,VaeA:P1[a,C]:P2[a,C], (4)

(3]
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Niedeterministyczny automat skonczony

Niedeterministycznym automatem skonczonym - nazywamy piatke
NFA=(Q,X%,d,qo, F), gdzie:

o Q@ - skonczony zbiér standw, #Q < oo,

> - alfabet wejsciowy,

8 - funkcja przej$¢ & : Q x (U {e}) — 29,
Qo € Q - stan poczatkowy,

© o o

o F C Q - zbiér stanéw koncowych (akceptowalnych).

Jezeli NFA= (Q, %, 8, qo, F) jest niedeterministycznym automatem
skonczonym, to: L(A) = {w € *: S(qo, w)NF # 0} jest jezykiem
akceptowanym przez ten automat. Jezyki akceptowane przez automaty
skonczone nazywamy regularnymi.
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Przyktad NFA

Przyktad niedeterministycznego automatu skonczonego:
NFA=(Q,%,9,q,F), gdzie:

Q={q0,1,q} - skoficzony zbiér standw,

Y ={0,1} - alfabet wejsciowy,

g = Qo- stan poczatkowy,

F ={qgo} - zbidr stanéw koncowych (akceptowalnych)

T o [ 1 | :
Qo {0} | {90, ¢} i W
ai 0 {a2} & &y
Q2 0 0

v
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Relacje bisymulacii i nierozréznialnosci

Relacja bisymulaciji

Majac dwa niedeterministyczne automaty skonczone A, = (S, %, 9)
i A, = (T,%,d), mozemy okresli¢ relacje bisymulacji R C S x T, jezeli dla
wszystkich par (s,t) € Ri dla wszystkich 6 € ¥ zachodzi:
o jezeli 8(s,0) = s’ wtedy istnieje ' € T, takie ze 8(t,6) =t
i(s',t') € R, oraz
o jezeli §(t,0) = t' wtedy istnieje s’ € S, takie ze §(s,0) = ¢’
i(s',t')eR.
Stany s, t nazywamy bisymilarnymi, co zapisujemy s = t, jezeli istnieje relacja
bisymulacji R, taka ze (s,t) € R.

(3]
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Relacje bisymulacii i nierozréznialnosci

Relacja nierozroznialnosci

Majac dwa niedeterministyczne automaty skonczone A, = (S, %, 9, so, Fs)
i A2 =(T,%,9,1, Fr), mozemy okresli¢ relacje nierozréznialnosci
N C S x T, jezeli dla wszystkich par (s,t) € N i dla wszystkich ¢ € ©
zachodzi:
o (s,t) € NO wtedy i tylko wtedy, gdy (s € FsAt€ Fr)V (s ¢ FsAt ¢ Fr)
o (s,t) € Nk, wtedy i tylko wtedy, gdy (s,t) € N~ oraz:
o jezeli §(s,0) = s’ wtedy istnieje t' € T, takie ze 8(t,0) =t/
i(s',t') e Nk, oraz
o jezeli §(t,0) = t' wtedy istnieje s’ € S, takie ze 8(s,0) = ¢
i(s,t)e N,
Przy czym dla n = |Q|, zachodzi N C N"2 C N"3 C ... C N' C N°,
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Relacje bisymulacii i nierozréznialnosci

Relacja bisymulacji a relacja nierozréznialnosci
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t ancuch Markowa

Lancuch Markowa - to para MC = (Q, ), w ktdrej:
o Q@ - skonczony zbiér standw, #Q < oo,
@ J - funkcja przejs¢ 8 : Q — D(Q),

Jezelige Qid(q) =Pz P(s') = p> 0, wtedy méwimy, ze tancuch Markowa
przechodzi ze stanu s do stanu s’ z prawdopodobienstwem p, co jest
zapisywane na wiele sposobow: s~ P, s-& ', §(s) = P(s), 8(s)(s') = p.

1/2
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Relacja bisymulacji stanéw tancuchéw Markowa

Relacja rownowaznosci na zbiorze stanéw Q tancucha Markowa (Q, 8) bedzie
relacja bisymulaciji wtedy i tylko wtedy, gdy: ¥(q,t) € R:

8(q) = Py, wtedy istnieje 8(t) = P, takie,ze P;j=gP..  (5)
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Typy automatdw probabilistycznych

automaty reaktywne

automaty generatywne

automaty 1\O

automaty Vardi’ego

automaty przemienne Hansson’a
automaty Segala

automaty tgczone

© 6 6 6 06 o o o

automaty Pnueli’ego-Zuck’a
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Definicja automatu probabilistycznego

Automat probabilistyczny - to trojka PA = (Q, ¥, §), w ktorej:
@ Q - skonczony zbiér stanéw, #Q < oo,
o X - alfabet wejsciowy,
@ 9§ - funkcja prawdopodbienstwa przej$¢ & : Q x {X U {e}} — D(Q).

Inicjalny automat probabilistyczny ze stanami koncowymi - to pigtka
PA=(Q,%,8,qo,F), w ktorej:

@ Q, X, d - zdefiniowane sa jw.,

@ qp € Q - stan poczatkowy,

@ F C Q - zbioér standéw koncowych (akceptowalnych).
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Automaty probabilistyczne

Przyktad PA
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Automaty probabilistyczne

Relacja bisymulacji PA

Majac dwa probabilistyczne automaty skonczone PA; = (S,X%,9d) i
PA; = (T,X,8), mozemy okresli¢ relacje bisymulacji R C S x T, jezeli dla
wszystkich par (s, t) € R idla wszystkich ¢ € X zachodzi:
o jezeli 8(s,0) = Py wtedy istnieje rozktad P, taki, ze t' € T, takie ze
o(t,0)=Poi Py =py P2.[3]
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Relacja nierozréznialnosci PA [1 ]

Majac dwa probabilistyczne automaty skonczone PA; = (S, ¥, 39, so, Fs)
i PA; = (T,%,9, o, Ft), mozemy okresli¢ relacje nierozréznialnosci
N C S x T, jezeli dla wszystkich par (s,t) € N i dla wszystkich ¢ € ©
zachodzi:
o (s,t) € NO, wtedy i tylko wtedy, gdy (s € FsAt€ Fr)V (s ¢ FsAt ¢ Fr)
o (s,t) € Nk, wtedy i tylko wtedy, gdy (s,t) € N~ oraz
o jezeli §(s,0) = Py wtedy istnieje rozktad P, taki, ze t' € T, takie ze
8(t,0) = P2 i Py =pyx Pa.

mgr inz. Olga Siedlecka Automaty probabilistyczne i jezyki przez nie akceptowane



Automaty probabilistyczne

Relacja nierozréznialnosci PA [2 ]
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Jezyk akceptowany przez automat probabilistyczny

Prawdopodobienstwo przejscia ze stanu gy do stanu g» po przeczytaniu

symbolu ¢ zapisujemy jako g ol @2, lub 8(g1,0)(g2) = p. Rozszerzong
funkcje prawdopodbienstwa przej$¢ zapisujemy jako:

q17WG) Z 8 a,w q) 8(qa )
geQ

Jezyk akceptowany przez automat probabilistyczny to funkcja:

Lpg: X" +— [0,1], taka ze: VweX* ,Lpa W) Z 6 Qo, W
qeF
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Typy jezykéw akceptowanych przez PA

Méwimy, ze jezyk L jest rozpoznawany z ograniczonym btedem przez automat
PA w przedziale (py,p2), jezeli py < po oraz p; = sup{Py|w ¢ L}, za$
p2 = inf{P,|w € L}

Moéwimy, ze jezyk L jest rozpoznawany z prawdopodobienstwem p, wtedy
i tylko wtedy gdy jest rozpoznawany w przedziale (1 — p,p).

Moéwimy, ze jezyk L jest rozpoznawany z prawdopodobienstwem 1 — g, wtedy
i tylko wtedy gdy € > 0 i istnieje automat, ktéry rozpoznaje ten jezyk
w przedziale (€1,1 — €2), gdzie €1,€, < €.
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Minimalizacja PA

Minimalizacja PA [1 ]

Automat probabilistyczny PA= (Q, X, 8, qo, F) rozpoznajacy jezyk L

z prawdopodbienstwem p nazywamy minimalnym, gdy nie istnieje automat
0 mniejszej liczbie standw rozpoznajacy L z niemniejszym
prawdopodbienstwem.

Algorytm minimalizacji automatu probabilistycznego polega na:

@ wyeliminowaniu stanéw nieosiggalnych (prawdopodbienstwo przej$cia do
tego stanu wynosi zero),

@ ztaczeniu standw nierozréznialnych (przy wykorzystaniu relaciji
nierozréznialnosci).
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Minimalizacja PA [2 ]
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Minimalizacja PA

Minimalizacja PA [3 ]

~ = ‘/\/
v R
1[1/6] AN
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&
i
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Minimalizacja PA [4 ]
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Odwracalny automat probabilistyczny

Odwracalny automat probabilistyczny - to piatka PRA= (Q, %, 9, qo, F)
@ Q@ - skonczony zbidr stanéw, #Q < oo,
o X - alfabet wejsciowy,
@ § - funkcja prawdopodbienstwa przej$¢ 8 : Q x {X U {e}} — D(Q).
@ Qo € Q - stan poczatkowy,
o F C Q - zbiér stanow koncowych (akceptowalnych).

Funkcja prawdopodbienstwa przejs¢ spetnia nastepujace warunki:

V(gr,o1)e@xX Y 8(qr,01)(q) =1
qeQ

V(gi,o1)e@xT ) 8(q,01)(n) =1
geQ
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Macierze podwdjnie stochastyczne

Dla kazdego symbolu wej$ciowego ¢ € ¥, funkcja prawdopodbienstwa przejsé
moze by¢ opisana przez macierz Vs o rozmiarze |Q| na |Q|, gdzie

(Vo)ij = 8(q,0)(a)- (10)

v

Wszystkie macierze Vi sg podwdjnie stochastyczne jezeli spetnione sg
warunki (8) i (9).
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Prototyp dla podwdjnie stochastycznej macierzy

Macierz unitarna U jest prototypem dla podwdjnie stochastycznej macierzy S
jezeli:
Vi, j|Uij|* = S (11)

v

Jezeli wszystkie macierze odwracalnego automatu probabilistycznego maja
unitarny prototyp, mozemy go symulowa¢ za pomocg automatu kwantowego.

(2]

Jezeli wszystkie macierze przej$¢ automatu kwantowego sg unitarnym
prototypem macierzy podwojnie stochastycznych, wowczas automat kwantowy
mozemy minimalizowa¢ jak automat probabilistyczny.
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Whioski

o Zwigzek automatéw probabilistycznych i kwantowych.

@ Minimalizacja odwracalnych automatéw probabilistycznych
a minimalizacja automatéw kwantowych.

@ Inne metody minimalizaciji.
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Probabilistic automata for computing with words.

Probabilistic reversible automata and quantum automata.

>

Probabilistic automata: System types, parallel composition and comparison.
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